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Abstrak. Pada penelitian ini, model sistem memristor kubik orde empat diformulasi
dari hukum sirkuit Kirchhoff dan hukum induksi Faraday dengan menggunakan mem-
duktansi yang dikarakterisasi oleh fungsi kuadrat definit positif. Dengan menggunakan
kriteria Routh-Hurwitz, ditinjau kestabilan sistem di sekitar titik ekuilibrium. Hasil yang
diperoleh menunjukkan bahwa solusi sistem memristor kubik orde empat stabil. Bebe-
rapa contoh kasus yang diselesaikan secara numerik telah mengkonfirmasi hasil analisis
tersebut.
Kata Kunci : Memristor kubik orde empat, kriteria Routh-Hurwitz, hukum sirkuit Kirch-
hoff, hukum induksi Faraday, Runge-Kutta orde empat
1. Pendahuluan
Pada tahun 2008, tim peneliti dari perusahaan Hewlett-Packard di California
berhasil mengembangkan komponen elektronik unik yang disebut memristor, yang
merupakan singkatan dari memori resistor. Memristor merupakan komponen elek-
tronik dasar keempat setelah resistor, kapasitor, dan induktor. Secara teoritis, ek-
sistensi dari memristor telah dikaji sebelumnya oleh Leon Chua dari University
Barkeley, California yang dipublikasikan pada tahun 1971 [2].
Pada dasarnya sebuah memristor adalah sebuah resistor dengan memori. Mem-
ristor merupakan sebuah hambatan listrik yang menyimpan informasi seperti halnya
dalam ingatan manusia. Dengan adanya memristor, sistem komputer dapat mengin-
gat semua informasi dengan konsumsi daya yang sangat kecil dibanding perangkat
daya yang ada saat ini, dan dapat dihidupkan atau dimatikan seperti sebuah saklar
lampu [5].
Itoh dan Chua [4] telah membahas analisis persamaan dasar dari beberapa tipe
osilator memristor nonlinear yang diperoleh setelah menggantikan diode Chua den-
gan memristor. Botta [3] kemudian membahas kembali model Itoh dan Chua [4],
namun dengan mengganti fungsi memduktansi dengan suatu fungsi kuadrat definit
positif, dan parameter yang digunakan adalah parameter yang positif saja. Model
memristor Botta ini diperoleh dengan menghapus resistor dari rangkaian listrik
yang dimodelkan oleh Chua sebelumnya. Model ini dikenal dengan sistem mem-
ristor kubik orde empat. Pembahasan pada penelitian ini mengeksplorasi kembali
kajian pada referensi [3].
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2. Sistem Memristor
Memristor adalah perangkat listrik pasif dengan dua terminal dimana fluks mag-
netik ϕ antara terminal merupakan fungsi dari jumlah muatan listrik q yang mele-
wati perangkat ini [5]. Disebut elemen pasif karena tidak dapat dengan sendirinya
membangkitkan tegangan atau arus. Simbol dari memristor diperlihatkan oleh
Gambar 1.
Gambar 1. Simbol Memristor
Setiap memristor dikarakterisasi berdasarkan fungsi memristansi M dan fungsi
memduktansi W. Memristansi M yaitu besaran perubahan fluks terhadap peruba-
han muatan dan memduktansi W adalah besaran perubahan muatan terhadap pe-
rubahan fluks [4]. Secara matematis hal ini didefinisikan sebagai
M(q) =
dϕ(q)
dq
, (2.1)
W (ϕ) =
dq(ϕ)
dϕ
. (2.2)
3. Formulasi Model Sistem Memristor Kubik Orde Empat
Sistem memristor dianalisis secara mendalam oleh Itoh dan Chua [4] dengan sirkuit
listrik seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2. Dengan mengaplikasikan hukum
Gambar 2. Sistem Memristor Itoh dan Chua
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sirkuit Kirchoof pada Gambar 2 diperoleh:
I1 = I3 − I,
V3 = V2 − V1,
I2 = −I3 + I4,
V2 = V4,
V = V1. (3.1)
Dengan menerapkan hubungan antara tegangan V dan kuat arus I untuk empat
komponen elektronik dasar (C,L,R,W (ϕ)), maka sistem (3.1) dapat diubah men-
jadi sistem persamaan diferensial orde satu, yaitu :
C1
dV1
dt
= I3 −W (ϕ)V1,
L
dI3
dt
= V2 − V1,
C2
dV2
dt
= −I3 +GV2,
dϕ2
dt
= V4,
dϕ
dt
= V1, (3.2)
Dalam penelitian ini, sistem memristor Itoh dan Chua pada Gambar 2 dilepas
komponen resistornya dari sirkuit listrik sehingga diperoleh sirkuit memristor Botta
seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.
Gambar 3. Sirkuit Memristor Botta
Dengan demikian sistem persamaan (3.2) menjadi
C1
dV1
dt
= I3 −W (ϕ)V1,
L
dI3
dt
= V2 − V1,
C2
dV2
dt
= −I3,
dϕ
dt
= V1. (3.3)
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Untuk penyederhanaan perhitungan, sistem persamaan (3.3) ditransformasi men-
jadi
dx
dt
= α(y −W (w)x),
dy
dt
= −ξ(x+ z),
dz
dt
= βy,
dw
dt
= x, (3.4)
dimana x = V1, α =
1
C1
, y = I3, β =
1
C2
, z = −V2, ξ = 1
L
, w = ϕ, sedangkan
fungsi kubik q(w) dan W (w) diberikan berturut-turut oleh
q(w) = w3 + aw2 + bw + c, (3.5)
W (w) = 3w2 + 2aw + b, (3.6)
dengan a2 − 3b ≤ 0. Karena C1, C2, dan L dibatasi bernilai positif, maka α, β, dan
ξ juga bernilai positif.
4. Kriteria Stabil
Untuk menganalisis kestabilan titik ekuilibrium, maka perlu diperiksa apakah
bagian riil dari semua nilai eigen matriks Jacobiannya bernilai negatif. Salah satu
cara yang dapat digunakan adalah kriteria Routh-Hurwitz. Kriteria Routh-Hurwitz
merupakan suatu metode yang digunakan untuk menunjukkan kestabilan sistem
dengan memperhatikan koefisien dari persamaan karakterisik tanpa menghitung
akar-akar secara langsung.
Teorema 4.1. [1] Misalkan a0, a1, a2, · · · , an adalah bilangan riil dan tetapkan
ak = 0 jika k > n, maka semua akar polinomial
p(z) = a0z
n + a1z
n−1 + · · ·+ an−1z + an, dengan a0 > 0,
mempunyai bagian riil negatif jika dan hanya jika determinan
∆k =

a1 a3 a5 . . . a2k−1
a0 a2 a4 . . . a2k−2
0 a1 a3 . . . a2k−3
0 a0 a2 . . . a2k−4
0 0 a1 . . . a2k−5
...
...
. . .
...
0 0 0 . . . ak,

untuk setiap k = 1, 2, · · · , n bernilai positif.
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5. Analisis Kestabilan Sistem Memristor Kubik Orde Empat
Titik ekuilibrium dari sistem (3.4) adalah
E = {(x, y, z, w) ∈ R4|x = y = z = 0, w ∈ R},
dan matriks Jacobiannya adalah
J =

−αW (w) α 0 0
−ξ 0 −ξ 0
0 β 0 0
1 0 0 0
 .
Nilai eigen dari matriks Jacobian tersebut adalah λ1 = 0 dan λ2,3,4 yang merupakan
solusi dari persamaan kubik
P (λ) = λ3 + αW (w)λ2 + (α+ β)ξλ+ αξβW (w). (5.1)
Untuk memeriksa akar-akar dari persamaan kubik (5.1), digunakan kriteria Routh-
Hurwitz, sehingga diperoleh
∆1 = αW (w),
∆2 = α
2ξW (w,
∆3 = α
3βξ2W (w).
Karena ∆k, k = 1, 2, 3, bergantung pada fungsi memduktansi W (w), maka akan
dicari nilai-nilai w dari fungsi memduktansi tersebut. Akar-akar dari fungsi mem-
duktansi adalah
w1 = −1
3
a+
1
3
√
a2 − 3b,
w2 = −1
3
a− 1
3
√
a2 − 3b.
Karena di awal sudah dibatasi a2 − 3b ≤ 0, maka akan ditinjau dua kasus, yaitu
a2 − 3b < 0 dan a2 − 3b = 0.
(1) Kasus a2 − 3b < 0.
Jika a2 − 3b < 0, maka diperoleh akar-akar w1 dan w2 yang bernilai kompleks.
Dengan demikian fungsi kuadrat W (w) selalu positif untuk semua w ∈ R.
Akibatnya ∆1,∆2,∆3 > 0, karena α, ξ, β > 0. Jadi berdasarkan kriteria Routh-
Hurwitz, bagian riil dari semua akar persamaan (5.1) bernilai negatif, sehingga
titik ekuilibrium E stabil.
(2) Kasus a2 − 3b = 0.
Jika a2 − 3b = 0, maka diperoleh akar kembar w1 = w2 = −1
3
a. Pandang dua
subkasus :
Subkasus (2.1). w 6= −1
3
α
Pada subkasus ini, fungsi kuadrat W (w) selalu positif sehingga ∆k >
0, k = 1, 2, 3. Dengan demikian titik E stabil.
Subkasus (2.2). w = −1
3
α
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Pada subkasus ini W (w) = 0, sehingga kriteria Routh-Hurwitz tidak
bisa digunakan. Namun dengan mensubstitusikan nilai W (w) = 0 pada
persamaan kubik (5.1), akan diperoleh akar-akar λ2 = 0 atau λ3,4 =
±i√(α+ β)ξ. Perhatikan bahwa bagian riil dari semua nilai eigen λi berni-
lai nol, sehingga titik ekuilibrium E = (0,0,0,−1
3
a) stabil.
6. Kesimpulan
Berdasarkan hasil formulasi model dan analisis kestabilan, diperoleh bahwa :
1. Model memristor kubik orde 4 diberikan oleh
dx
dt
= α(y −W (w)x),
dy
dt
= −ξ(x+ z),
dz
dt
= βy,
dw
dt
= x.
dengan x = V1, α =
1
C1
, y = I3, β =
1
C2
, z = −V2, ξ = 1
L
, w = ϕ dan
W (w) = w3 + 2aw + b.
2. Titik ekuilibrium dari sistem memristor di atas adalah
E = {(x, y, z, w) ∈ R4|x = y = z = 0, w ∈ R}.
3. Berdasarkan analisis kestabilan, diperoleh hasil bahwa titik ekuilibrium E akan
stabil jika nilai-nilai parameter memenuhi
{(α, β, ξ, a, b) ∈ R5|α, β, ξ > 0 dan a2 − 3b ≤ 0)},
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